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НЕСКОЛЬКО ЗАМЕЧАНИЙ О ПЕРЕЧИСЛИМЫХ МНОЖЕСТВАХ 

В. А. Успенский (Москва) 

§ 1. Некоторые основные понятия 

Замечания, составляющие содержание настоящей статьи, возникли у 
автора в связи с чтением работ Поста [2] и Деккера [6] по теории пере¬ 
числимых множеств. 

Понятие перечислимого, или порождаемого, множества понимается 
здесь как интуитивное понятие (аналогичное, например, понятию вы¬ 
числимой функции). Перечислимое множество (у Поста [2] — „депегаіей 
8еі“) есть множество, для которого существует эффективный процесс, по¬ 
рождающий в том или ином порядке элементы этого множества. Можно 
рассматривать перечислимые множества натуральных чисел, пар нату¬ 
ральных чисел и, вообще, кортежей. (Кортежем, как известно, называется 
конечный упорядоченный набор 

(т^, т^, ..., гпі) 

натуральных чисел; число і членов этого набора называется рангом, или 
длиной, кортежа.) 

Другим важным понятием является понятие разрешимого множества. 
Разрешимое множество кортежей можно определить как такое перечисли¬ 
мое множество, дополнение к которому (до множества всех кортежей) 
также перечислимо. 

Понятие перечислимого множества можно свести к понятию вычисли¬ 
мой функции посредством следующих определений: 

1) Множество Н порождается функцией /, если Н есть множество зна¬ 
чений /. 

2) Множество называется перечислимым, если оно порождается вы¬ 
числимой функцией, определенной на каком-либо множестве натураль¬ 
ных чисел. 

Чтобы уточнить понятие перечислимого множества кортежей над¬ 
лежит, поэтому, уточнить понятие вычислимой функции, значения которой 
суть кортежи, а аргументы — натуральные числа. Такое уточнение можно 
осуществить при помощи понятия частично-рекурсивной функции [4]. 
Назовем функцию /, определенную на каком-либо множестве натураль¬ 
ных чисел и принимающую в качестве значений кортежи, вычислимой, 
если существуют две частично-рекурсивные функции ѵ (от двух аргумен¬ 
тов) и со (от одного аргумента), обладающие следующими свойствами: 
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1°. Значение ш{п) определено тогда и только тогда, когда определено 
значение /(п); в этом случае оі{п) есть длина кортежа і(п). 

2°. Значение ѵ{п. К) определено тогда и только тогда, когда определено 
значение /(ге); в этом случае, если 

/(п) — (/^ 2 , ... тПі) и 1 < Л < г, то 
ѵ{п, Ь) = тд. 

Поскольку множества натуральных чисел (такие множества мы будем 
называть линейными) и множества пар натуральных чисел (такие мно¬ 
жества мы будем называть плоскими) являются лишь специальными слу¬ 
чаями множеств кортежей, то, в частности, получают уточнения и поня¬ 
тия линейного перечислимого множества и плоского перечислимого мно¬ 
жества. 

Для дальнейшего нам понадобится следующий хорошо известный в 
теории вычислимых функций и перечислимых множеств факт: 

если перечислимое множество непусто, то существует порождающая 
его вычислимая функция, определенная на всем натуральном ряду. 

§ 2. Гёделевская нумерация 

Всякая функция <х, осуществляющая отображение какого-либо линей¬ 
ного множества Е на множество М, называется нумерацией множества М\ 
если а{е) =т, то число е называется номером элемента т, так что Е 
есть множество номеров данной нумерации. 

В теории рекурсивных функций большое значение имеет тот случай, 
когда М есть система всех частично-рекурсивных функций одного 
аргумента. Широко известв.а нумерация этой системы, принадлежащая 
Клини [4] и называемая гёделевской нумерацией. Если поставить в соот¬ 
ветствие числу е перечислимое множество, порождаемое частично-рекур¬ 
сивной функцией с гёделевским номером е, то получим гёделевскую нуме¬ 
рацию системы 21^^) всех перечислимых множеств натуральных чисел [5]. 

Пусть элементы множества М суть функции, аргументы и значения 
которых являются натуральными числа. По каждой нумерации мно¬ 
жества М можно построить следующую функцию Е от двух аргументов, 
называемую универсальной для данной нумерации: функция Р определена 
для пары чисел (е, х) в том и только в том случае, если е ехть номер 
(в рассматриваемой нумерации) некоторой функции ^ М ѵі (р^ опреде¬ 
лена для аргумента х; в этом случае 

Р{е,х) =<р^{х). 

Нумерация называется вычислимой, если ее универсальная функция вы¬ 
числима и перечислимо множество ее номеров. 

Пусть, далее, элементы множества М суть линейные множества. По 
каждой нумерации множества М можно построить следующее плоское 
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множество Т, называемое универсальным для рассматриваемой нумерации: 
множество состоит из всех числовых пар (е, г), для которых е есть номер 
некоторого множества Е М и х & Нумерация называется вычисли¬ 
мой, если ее универсальное множество перечислимо, и перечислимо мно¬ 
жество ее номеров [8]. 

Примечание 1. Графиком функции / называется множество всех 
таких пар {х,у), для которых /(а:) = у. Известно [4], что функция тогда 
и только тогда вычислима, когда ее график есть перечислимое множество. 
Если отождествить каждую функцию с ее графиком, то понятие вычисли¬ 
мой нумерации системы функций окажется частным случаем понятия 
вычислимой нумерации системы множеств. 

Хорошо известно, что гёделевская нумерация системы Ш’-' и гёделев- 
ская нумерация системы суть вычислимые нумерации. 

(Примечание 2. Другое важное свойство, которым обладают гёделев- 
ские нумерации, состоит в том, что они являются накрывающими [8]. 
Наличие этих двух свойств и обусловливает важную роль гёделевских 
нумераций в теории вычислимых функций и перечислимых множеств. 
Всюду в дальнейшем гёделевские нумерации употребляются лишь для 
простоты; во всех последующих рассуждениях гёделевскую нумерацию 
можно было бы заменить на любую главную нумерацию 1-го рода, т. е. ну¬ 
мерацию, являющуюся одновременно вычислимой и накрывающей.) 

В следующих леммах под словом «номер» понимается гёделевский 
номер (см, примечание 2). Рассматриваемые в этих леммах перечислимые 
множества являются (без специальных оговорок) линейными множествами. 

Лемма 1. Существует такая вычислимая функция ѵ, что ѵ{у) есть 
номер перечислимого множества {д^}, состоящего из одного единственного 
элемента д. 

Доказательство этой леммы дано в Приложении. 

Лемма 2. Существует такая вычислимая функция х, что х{д) есть 
номер множества Ш\{д} состоящего из всех натуральных чисел, кроме д. 

Доказательство этой леммы дано в Приложении. 

Лемма 3. Существует вычислимая функция а, обладающая следую¬ 
щим свойством: если и суть номера перечислимых множеств и Н^, 
то а(п^, есть номер перечислимого множества 

Доказательство этой леммы дано в Приложении. 

Лемма 4. Существует вычислимая функция я, обладающая следующим 
свойством: если и суть номера перечислимых множеств ѵі 
то я{п^, Па) есть номер перечислимого множества П 

Доказательство этой леммы дано в Приложении. 

Лемма 5. Существует вычислимая функция обладающая следую¬ 
щим свойством: если п есть номер перечислимого множества В, іо ^’^(/ 1 , д) 
есть номер перечислимого множества Н 11 {д}. 
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Доказательство этой леммы получается применением лемм 1 и 3; 

ѵі(ге, д) =а{п, ѵ{д)). 

Лемма 6. Существует вычислимая функция обладающая следую¬ 
щим свойством: если п есть номер перечислимого множества Е, то x^(/г, д) 
есть номер перечислимого множества Лчід}. 

Доказательство: >іі(п,д) =л{п,а{д)), где яг и « — функции из лемм 
2 и 4. 


§ 3. Нумерации систем бесконечных линейных множеств 

Известно [1, 3], что множество всех гёделевских номеров всех обще¬ 
рекурсивных функций от одного аргумента не является перечислимым. 
Более того, известно [4], что система всех обще-рекурсивных функций 
от одного аргумента вообще не допускает вычислимой нумерации. 

Аналогичные вопросы можно поставить для системы всех бесконечных 
линейных перечислимых^ множеств. Согласно Райсу [5], множество всех 
гёделевских номеров всех бесконечных перечислимых множеств непере¬ 
числимо. Покажем, что справедливо и более сильное утверждение: 

Теорема 1. Система всех бесконечных линейных перечислимых мно¬ 
жеств не допускает вычислимой нумерации. 

(Этот результат, полученный автором еще в 1951 г., был сформулирован 
в заметке [ 8 ].) 

Доказательство. Обозначим через ШІ систему всех бесконечных 
линейных перечислимых множеств, и пусть ^ 9)1, причем обладает 
вычислимой нумерацией. Достаточно доказать, что 2)1і Ф ЯК. 

Фиксируем какую-либо вычислимую нумерацию системы ЯКі и обозна¬ 
чим через Е множество ее номеров, а через С — ее универсальное мно¬ 
жество. По определению вычислимой нумерации, Е п & перечислимы. 
Поскольку ^ и С не пусты, то (§ 1) существуют такие вычислимые функ¬ 
ции Ѳ и / , определенные на всем натуральном ряду, что множество значений 
Ѳ есть Е, а множество значений / есть С. 

Построим теперь индуктивно следующие вычислимые функции д) ш цк 

а) д>(0) есть произвольное число у, такое что 

(Ѳ(0),у)€С. 

б) Пусть уже построено значение <р{5), где 5 > 0. Тогда у>(я) опре¬ 
деляем так. Образуем числовые пары /(0), /(1), /(2), и т. д. (вспомним, 
что все значения / суть числовые пары), пока не получим такую пару 
{Ѳ($),у), у которой у>(р{8). Тогда полагаем у) {$) — у. [Такая пара 
{^(^)> у) обязательно найдется. Действительно, поскольку 6 ( 5 ) то 
д{8) есть номер некоторого множества Р € Я)1і. Поскольку Р бесконечно, 
то в нем найдется элемент у > 9 і{«). Но так как у ^ Р, то {Ѳ{8), у) ^ С 
и, следовательно, пара {Ѳ{8),у) встретится среди пар /(0), /(1), /(2), ...]. 



НЕСКОЛЬКО ЗАМЕЧАНИЙ О ПЕРЕЧИСЛИМЫХ МНОЖЕСТВАХ 


161 


в) Пусть уже построено значение у){8), где 5 > 0. Тогда (р(з + 1) опре¬ 
деляем так. Образуем пары /(0). /(1), /(2),..., пока не получим пару 
{Ѳ(8 -Н 1),2/), у которой 2 /> у)(з). Тогда полагаем (р($ + і) = у. [Такая 
пара найдется по причинам, указанным в пункте б).] 

Обозначим через и множества значений функций ср и гр. Оче¬ 
видно 

^(0) < ^(0) < (р{і) < у(1) < <р(2) < ^{2) < ... 

Поэтому 

лг, еаи; 

(іі) множества и не пересекаются. 

В то же время, если М М имеет номер е = Ѳ(8), то пересечение 

К^Г) М содержит число 95 ( 5 ), а пересечение Ку,Г\М содержит число 
у) (8). Поэтому 

(ііі) каждое из множеств и пересекается со всеми 
множествами из ЗКі. 

Из (і), (іі), (ііі) следует, что Кд, и К^, & Тем самым 

доказано, что =)= ЗЛ, что и требовалось доказать. 

Примечание. Поскольку Кд, и Кд, являются множествами значений 
монотонно возрастающих функций, определенных на натуральном ряду, 
то по одной теореме Поста [2] они являются разрешимыми. Поэтому, если 
в доказательстве теоремы 1 под понимать систему всех бесконечных 
разрешимых линейных множеств, то получим следующий результат: 

Теорема Іа. Система всех бесконечных разрешимых линейных 
множеств не допускает вычислимой нумерации. 


§ 4. Нижние точки и вопросы униформизации 

Проекцией плоского мв.ожества С на ось абсцисс называется линейное 
множество (обозначаемое ПріС), обладающее следующим свойством: 
X € ПріС тогда и только тогда, когда существует такое у, что {х, у) € С. 
Плоское множество ^ называется униформным, если для каждого х 
существует не более одного у, такого что {х,у)^Ь. (Иными словами, 
униформное множество — это множество, служащее графиком некоторой 
функции.) Говорят, что плоское множество Ь униформизует плоское 
множество С, если во-первых, Ь ^ С, во-вторых, Ь униформно и, в-третьих, 
ПріІ/ =ПріС. Точка {х,у) называется нижней, если для всякого 
X <х точка (х, у) не принадлежит к С. Заметим, что любое плоское мно¬ 
жество всегда униформизуется множеством своих нижних точек. 

В теории вычислимых функций и перечислимых множеств, как и 
в дескриптивной теории множеств, больщое значение имеют так назы¬ 
ваемые вопросы униформизации. Характер этих вопросов таков: задается 
плоское множество С некоторого специального типа (например, прими¬ 
тивно-рекурсивное, разрешимое или перечислимое). Спрашивается, можно 
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ЛИ выделить в С униформизующее подмножеотво того же типа. Для 
указанных только что типов множеств этот вопрос, как показал П. С. Но¬ 
виков, решается утвердительно, причем для примитивно-рекурсивного 
или разрешимого множества С в качестве униформизующего подмно¬ 
жества можно взять множество нижних точек (эти результаты известны 
автору из лекций по основаниям математики, читанных П. С. Новиковым 
в 1952 году в Московском Университете). 

В случае перечислимого множества С применяется более сложная 
конструкция. Сперва строится определенная на натуральном ряду функ¬ 
ция /, порождающая С, затем вводится вычислимая функция у, значение 
которой для числа п задается так: образуем пары 

/( 0 ), /{ 1 ), /( 2 ),..., 

пока не получим пару вида {п,у)\ тогда полагаем у(п) =у (если такой 
пары не встретится, то значение у{п) не определено). Легко обнаружить, 
что график функции у и есть искомое униформизующее перечислимое 
подмножество множества О. 

Спрашивается, нельзя ли все-таки и в случае перечислимого мно¬ 
жества С в качестве униформизующего перечислимого подмножества 
брать множество нижних точек. Следующая теорема показывает, что, 
вообще говоря, этого делать нельзя. 

Теорема 2. Существует плоское перечислимое множество, множество 
нижних точек которого не перечислимо. 

Доказательство. Рассмотрим гёделевскую нумерацию системы всех 
линейных перечислимых множеств и соответствующее универсальное 
множество С. Покажем, что множество Ь нижних точек множества С не 
перечислимо. Предположим противное, т. е. что Ь перечислимо. Тогда 
(см. примечание 1 в § 2) // есть график некоторой вычислимой функции С. 
Очевидно, если к есть гёделевский номер непустого перечислимого мно¬ 
жества и, то С(А:) есть наименьший элемент из Е. Поэтому С{к)), где 
— функция из леммы 6 § 2, есть гёделевский номер множества, получа¬ 
ющегося удалением из Е его наименьшего элемента. 

Положим 

г{к, 0) = к, 

г{к, г 1) = х^{г{к, і), С(т(А:, г))). 

Очевидно, т{к, і) есть гёделевский номер множества, получающегося из 
перечислимого множества Е с гёделевским номером к удалением первых 
(по величине) і элементов. Положим, далее, 

д{к,і) =^{х{кЛ)). 

Если к есть гёделевский номер бесконечного множества Е, то д{к,і) 
есть 1 -тый по порядку элемент множества Е. Однако, известно [2], что. 
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если Я не есть разрешимое множество, то не существует вычислимой 
функции, пересчитывающей его элементы в порядке возрастания. По¬ 
лученное противоречие и доказывает теорему. 

§ 5. Дихотомическая классификация бесконечных множеств 

Бесконечные множества натуральных чисел возможно классифициро¬ 
вать по свойствам систем их перечислимых подмножеств. Такая класси¬ 
фикация была начата Постом [2] и продолжена Деккером [6]. Отправляясь 
от идей Поста и Деккера, можно предложить следующую дихотомическую 
классификацию. 

Прежде всего, рассматриваемое бесконечное множество М может быть 
перечислимым; отнесем тогда М к классу (а). В противном случае отнесем 
М к классу (/3). 

Множества класса ф) разделим следующим образом; отнесем М 
к классу ф а), если М ^ ф) и М не содержит подмножества из класса (а), 
т. е. бесконечного перечислимого подмножества; все остальные множества 
из ф) отнесем к классу ф Р), так что (/3/3) = ф)\ (/За). 

Если М принадлежит к классу фр) и, следовательно, содержит 
бесконечное перечислимое подмножество, то могут быть два случая: 
1°. Множество М содержит бесконечное перечислимое подмножество Я, 
являющееся максимальным в том смысле, что разность М\Я [которая 
непуста, ибо М € (/3)] уже не содержит бесконечного перечислимого 
подмножества. [Очевидно этот случай эквивалентен тому, что 

М = МіОМа, где € (а), 6 (/За)]. 

2°. Множестго М не содержит бесконечного перечислимого подмно¬ 
жества, максимального в указанном только что смысле. В первом случае 
отнесем множество М из ф^) к классу (/З/За), во втором — к классу ф^р). 

Рассмотрим несколько подробнее множества класса (/3^/3). Пусть 
М € (/3/3/3). Тогда М обязательно содержит бесконечное перечислимое 
подмножество [ибо М € (/3^3)]. При этом, какое бы такое подмножество 
ЯСМ мы ни взяли, в разности М\Д содержится бесконечное пере¬ 
числимое подмножество (ибо Я не может быть максимальным). Возможны 
два случая. 1°. Существует вычислимая функция обладающая следую¬ 
щим свойством: если лесть гёделевский номер бесконечного перечислимого 
множества ЯС М, то §{п) есть гёделевский номер некоторого бесконечного 
перечислимого множества ^ ^ М\Я. 2°. Вычислимой функции § обла¬ 
дающей указанным свойством, не существует. В первом случае отнесем М 
к классу (/3/3/За), во втором — к классу (/3/5/5/3). 

Множества класса (/За) Деккер назвал иммунными (іттнпе). Он же 
ввел понятие производящего, или продуктивного (ргосіисііѵе), множества. 
Функция р называется производящей для множества М, коль скоро она 
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обладает следующим свойством: если п есть гёделевский номер перечисли¬ 
мого множества РСМ, то число р(п) принадлежит разности М\Р. 
Множество М называется производящим, если оно обладает вычислимой 
производящей функцией. Справедливо следующее 

Утверждение. Класс производящих множеств совдадает с классом 

(іЗіЗ/За). 

Доказательство этого утверждения дано в Приложении. 

Множества, не являющиеся ни перечислимыми, ни иммунными, ни 
производящими, Деккер назвал медиальными (тейіаі); класс медиальных 
множеств есть, таким образом, соединение классов и 

Встает вопрос о существовании перечислимых множеств дополнения 
к которым (до натурального ряда) принадлежат указанным выше классам. 

Примером перечислимого множества с дополнением из класса (а) 
может служить пустое множество. 

Перечислимые множества, дополнения к которым принадлежат к 
классу фл), т. е. перечислимые множества, дополнительные к иммунным, 
Пост назвал простыми (зітріе). Он же [2] построил пример простого мно¬ 
жества. 

Перечислимые множества, дополнения к которым принадлежат классу 
ФРР<к), т. е. перечислимые множества, дополнительные к производящим. 
Пост назвал креативными, или творческими (сгеаііѵе). Он же [2] построил 
пример такого множества. 

Перечислимые множества, дополнительные к множествам классов 
Ф^л) и (/З/З/З/З) Деккер назвал мезоическими (тезоіс). Он же [6] построил 
пример перечислимого множества, дополнение к которому принадлежит 
классу ()3/3й). В качестве такого множества М он взял множество значений 
функции 2 г{п), где 2 ,(п) — вычислимая функция, порождающая простое 
множество. В этом случае максимальным бесконечным перечислимым 
подмножеством дополнения к М является, например, множество всех не¬ 
четных чисел. 

Теорема 3. Существует перечислимое множество, дополнение к кото¬ 
рому принадлежит классу (/3/3^|3). 

Доказательство. Рассмотрим произвольное простое множество 5 
и дополнение к нему 8. Рассмотрим плоское множество С всех пар вида 
{х, у), где Х&8. Рассмотрим одновременно дополнительное плоское множе¬ 
ство С всех пар вида (х, у), где х € і5. Существует вычислимая функция /, 
определенная на натуральном ряду и порождающая множество всех 
числовых пар. Пусть С* и С* суть полные прообразы множеств С и С 
при отображении, осуществляемом функцией Поскольку С*, как пол¬ 
ный прообраз перечислимого множества, есть перечислимое множество, 
то для доказательства теоремы достаточно обнаружить, что € (/3)5/3^). 
Докажем это. 



НЕСКОЛЬКО ЗАМЕЧАНИИ О ПЕРЕЧИСЛИМЫХ МНОЖЕСТВАХ 


165 


Во-первых, множество С* не перечислимо (иначе С и, следовательно, 
5 было бы перечислимо) и бесконечно, (как полный прообраз бесконечного 
множества). Следовательно С* € (/3). 

Во-вторых, С* содержит бесконечное перечислимое множество (пол¬ 
ный прообраз множества пар {х^, у), где — какая-либо фиксированная 
точка из 5). Следовательно, С* € 

В-третьих, С* не содержит максимального бесконечного перечисли¬ 
мого подмножества [и, следовательно, С* € (Д)3)3)]. Действительно, пред¬ 
положим, что Н ^ С* — такое подмножество. Очевидно, что 

пѵлтяз. 

Поскольку множество Прі/(Д) перечислимо, то •З'\ Прі/(/і) непусто и 
содержит точку х^. Возьмем множество состоящее из всех пар (х^^у) 
и положим ()* Очевидно, ^ есть бесконечное перечислимое 

подмножество разности С*\Е. Итак, С* € (/3/3/3). 

В четвертых. С* не есть производящее множество [и, следовательно, 
и* € (/З/З/З/З)]. Чтобы установить это, достаточно показать, что С* много¬ 
однозначно (тапу-опе) сводится к (ведь по теореме Поста [2] креативное 
множество не может много-однозначно сводиться к простому). С этой 
целью построим такую вычислимую функцию 9 ?, определенную на всем 
натуральном ряду, что включение (р{п) ^ 3 равносильно включению 
п € О*. Функция (р строится так: для каждого п значение (р(п) есть пер¬ 
вый член пары /(ге). Итак, окончательно, 5* € (/З/ЗД/3). 

§ 6 . Свойства прямого пересчета 

Прямым пересчетом линейного множества М А. В. Кузнецов пред¬ 
ложил называть строго возрастающую функцию (р, область определения 
которой есть натуральный ряд, а множество значений — множество М 
(иначе говоря, (р(п) есть ге-ый элемент множества п в порядке возрастания). 
Изучение свойств множества по свойствам прямого пересчета начал Пост, 
показавший [ 2 ], что вычислимыми прямыми пересчетами обладают бес¬ 
конечные разрешимые множества и только они (мы ссылались на этот 
результат при доказательстве теоремы 2). А. Н. Колмогоров поставил 
следующий вопрос: каков класс множеств, прямые пересчеты которых не 
мажорируются вычислимыми функциями, определенными на натуральном 
ряду. 

Назовем множество М гипериммунным, если оно бесконечно и не 
существует перечислимого множества попарно-непересекающихся корте¬ 
жей, каждый из которых пересекается с М. (При этом мы говорим, что 
кортеж а пересекается с множеством М или кортежем Ь, если множество 
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членов кортежа а пересекается с множеством М или множеством членов 
кортежа Ь). Гипериммунное множество является частным случаем иммун¬ 
ного. Перечислимые множества, дополнительные к гипериммунным, Пост 
[2] назвал гиперпростыми (Ьурегвінаріе). 

Ответ на вопрос А. Н. Колмогорова дает следующая теорема 4 (автору 
известно, что независимо от него и друг от друга ага теорема была по¬ 
лучена А. В. Кузнецовым и Ю. Т. Медведевым; последний опубликовал 
ее в другой формулировке в статье [7]). 

Теорема 4. Прямой пересчет бесконечного множества М тогда и 
только тогда не мажорируется никакой вычслимой функцией, определен¬ 
ной на натуральном ряду, когда М есть гипериммунное множество. 

Доказательство. Обозначим через [і прямой пересчет множества М. 
Пусть сперва (і мажорируется некоторой вычислимой функцией ^, т. е. 
при любом п имеет место неравенство (і(п) Покажем, что М не 

гипериммунно. Положим 

={/Д0), ц(і), 

={0Д. у)(т)}, 

так что =771-4-1, Тда = у)(777) 1, гдо через X обозначена, как обычно, 

мощность множества X. 

Очевидно 

Г^ПМ2М^. 

Поэтому, если взять п настолько большим, чтобы было тг > гр(т), то 
получим 

Гп^М > 

откуда вытекает, что пересечение разности Гп\Г„ с множеством М не¬ 
пусто, иными словами, непусто пересечение с множеством М кортежа 

[у){т) -Ь 1, у){т) + 2, у){п)] 

(попутно получаем, что ^^(тг) > у>{т) 1). Полагая п = у)(т) 1, окон¬ 

чательно получаем, что каждый кортеж 

— [Ѵ’(^) + 1. •••> + 1)] 

пересекается с множеством М, Введем в рассмотрение функцию 

ХІт) = ір(т) -4- 1 

и заметим, что кортежи и не пересекаются. Положим, наконец, 

С(0) =0, 

Цх -ь 1) = ХІЦ^)) 

и обозначим через А множество значений функции С. Рассмотрим мно¬ 
жество всех кортежей С^, у которых д ^ А. Это множество перечислимо 
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И СОСТОИТ из попарно-непересекающихся кортежей, каждый из которых 
пересекается с М. Поэтому М не гипериммунно. 

Обратно, пусть М не гипериммунно. Тогда существует перечислимое 
множество і? попарно-непересекающихся кортежей, каждый из которых 
пересекается с М. Пусть / — вычислимая функция, определенная на 
натуральном ряду и порождающая множество Е. Если для каждого п 
в качестве значения ■>р(п) взять наибольший из членов кортежей 
/(0), /(1), ..., /(и), то функция тр будет мажорировать функцию /л. 

Приложение 

Доказательство леммы 1. Пусть е — гёделевский номер функции 
тождества (см. [4], § 44). Положим для каждого д 

ѵ{я)=8].(е, д), 

где 5^ — функция, введенная в § 65 нкиги Клини [4]. Тогда, в силу теоремы 
XXIII из [4], для всякого х 

Фі {ѵ ід) ,х) (51 (е,д),х)=^ (е, д, х) ^ ІІ\ (д, х) = д. 

Таким образом, ѵ(д) есть гёделевский номер функции, тождественно 
равной д, т. е. гёделевский номер одноэлементного множества {д}. 

Доказательство леммы 2, Аналогично доказательству предыдущей 
леммы. Введём функцию (р{х,у), положив 

[ Ж + 1, если X = у. 

Очевидно, при каждом д множество значений функции (р{д,у) есть 
ІѴ\{д} . Пусть е — гёделевский номер функции (р. Положим для каждого д 

X (?) = ‘^1 (е, д). 

Тогда 

(>< (?)і у) - (‘^І (е. ?). у) - Фг (е, д,у)-<р (д, у). 

Таким образом, х(д) есть гёделевский номер функции (р{д, у), порождаю¬ 
щей множество іѴ\(д), т. е. гёделевский номер самого этого множества. 

Доказательство леммы 3. Введем частично-рекурсивную функцию 
<р(и,ѵ, г), задав её равенствами 

?>(и,ѵ,2у-(-1) = ФДм,г/), 

(р(и,ѵ,2у) =Ф^(ѵ,у), 

где Фі — универсальная функция Клини (см. [4], § 65). Пусть е — гёделев- 
ский номер функции ср. Положим для всяких щ и 

а{п^, п^) =51(е, п^, щ). 

Покажем, что функция а удовлетворяет требованиям леммы 3. Пусть 
и суть гёделевскиѳ номера перечислимых множеств и Это озна- 
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чает, что и порождаются соответственно функциями Фі{«і, у) и 
Фі(п 2 ,у). Имеем 

Ф^{о(п^,п^),2) ^ Фі(5!(е,и,і,П2)>2)-Фз{е, Пі, ^ (р(Пі, п^,г). 

Но по построению функции при любых п^, порождаемое функцией 
(р{щ, п^, г) множество есть сумма множеств, порождённых функциями 
Фх{п^, %) и Фііп^, г), т. е. множеств и К^, Мы получим, таким образом, 
что (т(п^^, щ) есть гёделевский номер множества 11 й^. 

Доказательство леммы 4. Введём частично-рекурсивную функцию 
(р посредством схемы 

(р(и,ѵ,г) ■д{ 2 ,Фі(и, х)) -<5 ( 2 ,Фі(а, у)) = 2-6 (г, ФДм, х))- 6 { 2 ,Ф^ (а, у)), 

где 8 ( 2 , і) =^|(| 2 — г|) (см. [4]). Если для данного числа 2 существуют 
такие числа х ѵі у, что ф^(м,x) = 2 , Фі{ѵ,у) = 2 , то (р{и, ѵ, 2 ) = 2 ; 
в противном случае 95 ( 11 . ѵ, г) не определена. Следовательно, для каждых 
чисел щ и щ функция (ріп^, 2 ) порождает множество, являющееся 
пересечением множеств, порождённых функциями Фііп^, х) и Фі(щ, у). 
Позтому, если обозначить через е гёделевский номер функции 95 и поло¬ 
жить для всяких п^, щ 

п(щ, п^) = 8 \{е, « 1 , щ), 

то так построенная функция л будет удовлетворять требованиям леммы 
(проверяется это совершенно так же, как в доказательстве предыдущей 
леммы). 

Лемма 7. Существует вычислимая функция у, обладающая следую¬ 
щим свойством: если п есть гёделевский номер непустого линейного пере¬ 
числимого множества й, то у(п) есть элемент множества й. 

Доказательство. Рассмотрим универсальное множество С для гёде- 
левской нумерации линейных перечислимых множеств. Пусть Ь — пере¬ 
числимое множество, униформизующее множество С (§ 4). Если рас¬ 
смотреть Ь как график некоторой функции у, то функция у и будет иско¬ 
мой. 

Доказательство утверждения из §5. Пусть М^(РРра). По¬ 
строим вычислимую производящую функцию р. Поскольку М 6 (/3^), 
то М содержит некоторое бесконечное перечислимое подмножество й^. 
По лемме 3 существует вычислимая функция С, обладающая следующим 
свойством; если п — гёделевский номер перечислимого множества Р, то 
С(п) — гёделевский номер перечислимого множества й = Р \3 й^. Возь¬ 
мем вычислимую функцию^, фигурирующую в определении класса (§^^а). 
Число есть гёделевский номер некоторого бесконечного пере¬ 

числимого множества ^ ^ М\йі^ М^Р. Тогда число у{§{^{п))), где 
У — функция из леммы 7, принадлежит разности М\Р. Положив 
р{х) =у(§(С(^))), получим требуемую функцию. 
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Обратно, пусть М — произЕОдящее множестЕО и пусть р — его произ¬ 
водящая функция. Докажем, что М 6 (ДуЗ/За). Покажем прежде всего, что 
для всякого перечислимого множества К С М существует некоторое бес¬ 
конечное перечислимое множество, содержащееся в разности М\Я. 
Отсюда сразу будет следовать, что М € (/3^^). Пусть щ = п — гёделевский 
номер множества К^, = Е. Пусть Е^ = Е^и {р(п^)}, щ — гёделевский 
номер множества Е^ и вообще пусть щ — гёделевский номер множества Е^, 
причём Е {^1 = Еі О {р (Пі)} . Положим 

={р(По), Р(п,), р{п^), 

Очевидно, бесконечно и ^„^М\Е. Гёделевский номер н,- задаётся 
следующей рекурсией: 

«о ~ 

Щ+1 = РІПі)), 

где ѵ-^ — функция из леммы 5. Поэтому ^„ перечислимо. Итак, М € (|3^|3). 
Чтобы обнаружить, что М € осталось построить функцию §, фигу¬ 

рирующую в определении класса (/3/3/За). Если ввести вычислимые функ¬ 
ции д) и у): 

(р{х, 0) = X, 

(р{х,у Ч- 1) = у), Р{ч’{х,у)), 

ір{х, у) =р{<р(х, у)), 

то окажется, что при каждом п множество порождается функцией 
У)> рассматриваемой как функция от у. В силу теоремы XXIII ив 
книги Клики [4] существует такая вычислимая функция что при 
каждом п число §(п) есть гёделевский номер функции у>{п, у), т. е. гёде¬ 
левский номер мьожестЕа 

При подготовке настоящей статьи к печати автор получил ряд ценных 
указаний от А. А. Маркова. В частности, А. А. Маркову принадлежат при¬ 
веденные выше доказательства лемм 1—4; эти доказательства проще, чем 
те, которые первоначально предполагались автором. Автор благодарен 
А. А. Маркову за внимание к его работе. 
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Кезііте 

?оте поіез оп гесшзіѵеіу епитегаЪІе зеіз 
V. А. ІІ8РЕН8КІ1 (Мозсоѵѵ) 

§§ 1 апД 2 Ьаѵе ргеіітіпагу сЬагасѣег. ТЬе еопсерів о1 депегаіеД (і. е. 
гесигзіѵеіу епитегаЫе) зеі апД о! саІсиІаЫе (іп рагіісиіаг, СгоДеІ) питЪегіп§ 
аге ДізсиззеД. Іп § 3 іі із ргоѵеД іЬаѣ ѣЬеге із по саІсиІаЪІе питЪегіп^ Іог іЬе 
зуаіет оі а11 іпііпііе гесигаіѵеіу епитегаЫе ѳеіз оі паіигаі питЪегз. 

§ 4 сопіаіпѳ ап ехатріе оІ іЬе «ріапе» гесигзіѵеіу епитегаЫе зеі хѵЬозе 
зеі оі Іоіѵег роіпіз із поі гесигзіѵеіу епитегаЫе. Розѣ-Оеккег сіаззііісаііоп оі 
іпііпііе зеіз із сопзіДегеД іп § 5. А' ргорегіу іурісаі оі іЬе зо саІІеД Ьурег- 
іттипе зеіз із апаІузеД іп § 6. ТЬе ргооіз оі сегіаіп зіаіетепіз оі іЬіз рарег 
аге §іѵеп іп іЬе 8ирр1етепі. 


(Еіп^е^ап^еп ат 9. Маі 1957) 



